Kapitel 6

Gleichungssysteme

Bisher haben wir nur fiir spezielle Félle (Drehungen, Spiegelungen ) die zu ei-
ner bekannten Abbildung gehdrende Matrix gesucht. Da uns die Abbildung in
allen Einzelheiten bekannt war, konnten wir die Bilder der drei Einheitspunkte
ermitteln und damit die Matrix der Abbildung finden.

6.1 Welche Matrix gehort zu der Abbildung ?

Das - ja schon oft verwendete - Haus wurde abgebildet - die Abbildungsmatrix
ist aber noch unbekannt.

Wir kennen aber die Koordinaten der
Original- und der Bildpunkte:

(6.1)
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Die Abbildungsmatrix hat die Form:

A:( a aa ) 6.2)
a1 a
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Bisher brauchten wir die Bilder der zwei
Einheitspunkte, um die Abbildungsmatrix zu bestimmen. Wir betrachten ein-
mal nur die beiden ersten Punkte und erhalten:

( ailr ax )
azy az

5 11

(6.3)

6.1.1 Ein Gleichungssystem

Damit ergeben sich folgende vier Gleichungen, die sich aber zu zwei Systemen

mit je zwei linearen Gleichungen zusammenfassen lassen:

2a;1, + 2a = 3 2a12 + 2a»x 3 6.4)
6a;; + 2a; = 5 6a;p + 2a» = 11 ’
Ich betrachte zuerst nur das linke System:
26111 + 26121 3 ”
6an +  2an 5 [
lan; + lay; % I I:2
6a;; + 2ad 5 I II
3
lan; + lay; > I I
0a + —day -4 I II—6=xI1 (6.5)
3
lan; + lays; 3 I I
O0ap + las; 1 | II:(—4)
lay +  Oap 3 I I-1
Oan + lax 1 [ 11

Mit einer dhnlichen Rechnung erhilt man aus dem rechten System:
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2a1 + 2ap =

6a;, + 2a» = 11
(6.6)
aio = 2
az2 = —%
und damit die Abbildungsmatrix:
1
5 2
A= ( 27 ) (6.7)
1 =3

Das obige Verfahren kennst du sicher noch aus Klasse 8. Dabei hittest du
aber wahrscheinlich gleich das Subtraktionsverfahren angewandt, a;; berech-
net ,eingesetzt und dann weiter gerechnet Wenn wir mehr als zwei Variable ha-
ben, wird es aber schnell uniibersichtlich und fehleranféllig. Eine Moglichkeit
diese Probleme zu vermeiden, ist es, weniger aufzuschreiben. Ich zeige die obi-
ge Rechnung noch einmal:

an a2 |
2 2 | 3
6 2 | 5
1 1 | 3 I:2
I 5 11
1 1 | 3 I (6.8)
—4 | -4 I-6xI
1 1 | 3 I
1 I 1 I:(-4)
1 0 | 3 I-1I
11 I
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6.2 Lineare Gleichungssysteme

Gleichungssysteme wie das obige nennen wir Lineare Gleichungssysteme.

Definition :

Unter einer linearen Gleichung verstehen wir eine Gleichung, die durch Aquivalenz-
Umformungen in die Form

a1 X1+ apxp+ asxs+...+apx, =r (mitay, a, as,...a,,r €R)

gebracht werden kann.

Unter einem linearen Gleichungssystem verstehen wir eine Aussageform, in
der m lineare Gleichungen mit n Variablen konjunktiv miteinander verkniipft
sind.

Bemerkungen :

1.Anschaulicher : in einer linearen Gleichung diirfen - nach der Zusammen-
fassung - keine Potenzen der Variablen auftreten.

2.Ein lineares Gleichungssystem ( kurz LGS) ist nur gelost, wenn alle Glei-
chungen gleichzeitig erfiillt werden.

Um das obige Verfahren stéarker zu verdeutlichen, zeige ich es noch einmal
an einem System mit drei Gleichungen:

2x; — 3x, + X3 = -1 I
+ 3x, + 4x3 = 2 I
-X1 + 2Xy — X3 = 2 I (6.9)
Ich wechsle die Darstellungsform:
X x2 x3 |
2 -3 1 | -1
0 3 4| 5 (6.10)
-1 2 -1 | 2

Um ein LGS zu l6sen, sind folgende Schritte méglich - und meist auch nétig:
1. Vertauschen einzelner Gleichungen ( Zeilen )

2. Multiplikation einer Gleichung ( Zeile ) mit einer von Null verschiedenen
Zahl

3. Addition / Subtraktion von zwei Gleichungen (Zeilen)

und - sollte aber moglichst vermieden werden, da hierdurch leicht Fehler
entstehen konnen. Dieser Schritt muss am Schluss wieder riickgéngig gemacht
werden!
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4. Vertauschen von zwei Variablen ( d.i. Spalten)
Im folgenden wird das obige System als Beispiel durch gerechnet:

X1 x2 x3 |

. . - __ (Schritty)

1 -2 1 || -2 -NI(Zeilenvertauscht)

-3 1 || -1 1

0 3 4 | 2 II

_— = - (Schritty)
1 -2 1 || -2

1 -1 | 3 M-2x*I

0 3 4 | 2 II

o __ o __ (Schritts) (6.11)

1 -2 1 | -2
1 -1 | 3

0 0 7 I =7 II—-3 = 1II

. = (Schritty)
1 -2 1 || -2
1 -1 | 3

0 0 1 | -1 II:7

An dieser Stelle ist ein wichtiger Zwischenschritt erreicht:

In der Hauptdiagonalen stehen nur Einsen und unterhalb nur Nullen.

Anmerkung: die Diagonale, die oben links beginnt nennt man Hauptdiago-
nale

Das gegebene 3x3-Gleichungssystem ( drei Gleichungen mit drei Variablen)
wurde zuerst auf die Dreiecksform gebracht, d.h. in der Diagonalen stehen nur
Einsen und unterhalb nur Nullen.

(Schritt 1) Durch Vertauschen der Gleichungen wurde das erste Element der
ersten Zeile zu 1 gemacht. Hitte dies nicht gepasst, hidtten wir die alle Zahlen
der ersten Zeile durch ihr erstes Element dividieren miissen.

(Schritt2) Dann konnten durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Glei-
chung die Koeffizienten von x; in der zweiten zu Null gemacht werden. In der
dritten Gleichung ist dies in diesem Beispiel tiberfliissig; es wiirde sonst ent-
sprechend verfahren. Bei anderen Koeffizienten miissten wir durch Zeilentausch
oder Division dafiir sorgen, dass der zweite Koeffizient zu 1 wird.

( Schritt 3 / 4 ) Entsprechend wird dies fiir x, in der dritten Zeile erreicht.

Damit haben wir die Koeffizientenmatrix auf die Dreiecksform gebracht.

Ab (Schritt 5) liel3e sich der Rest auch ganz gut ,zu Ful} “erledigen : aus der
dritten Zeile folgt x3 = -1 ; dies wird in die zweite Zeile eingesetzt, es bleibt nur
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noch x; als Unbekannte iibrig und lédsst sich einfach berechnen, nach Einset-
zen dieser beiden erhélt man aus der ersten Gleichung den Wert der letzten
Unbekannten x;.

Dieses Vorgehen ist bei 3x3-Gleichungssystemen oft schneller als das vorge-
stellte. Bei Systemen mit mehr Unbekannten - insbesondere wenn die Anzahl
der Gleichungen und der Variablen verschieden sind - ist das folgende Verfah-
ren aber fast immer besser:

In (Schritt 5 und 6 ) werden auf die gleiche Art die Koeffizienten zuerst von x3
und dann x; iber der Hauptdiagonalen zu Null gemacht. Dann kann man ganz
einfach die Losung ablesen.

x1 x2 x3 |

—— —— —— — —— (Schritts)
1 -2 0 | -1 1-11I
1 0 | 2 I1+111
0 0 1 || -1 (6.12)
—— —— —— — —— (Schritty)
1 0 0 | 3 I+2xI
0 1 0 | 2 I1+111
0 0 1 | -1

6.3 Die Suche nach einer beliebigen 2D-Matrix

Der Punkt P(x;|y;) habe das Bild Q(u;|v;), der Punkt P(x2]y,) habe das Bild

Q(uz|v2). Zur Abbildung gehore die Matrix A = ( i iz )
az azz
Also ist:
( ajiy  ap )
azy ap (6.13)
( X1 N ) ( uy v )
X2 yo u, ol
d.h,;
Xiajpt+yiaz =u A X1a12+ Y1020 = 1 (614)
A Xpdin + Y2l = Up A XoQ12 + Y2022 = U (6.15)

Auch hier kénnen wir a;; und a,; aus den beiden linken, a;,> und a,, aus den
beiden rechten Gleichungen ermitteln.
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X1411 + Y1421 = Uy (6.16)
Xoa11 + Y2021 = Up (6.17)
ay, = 2~ X201 (6.18)
)2
—X2a
X1411 +MM =u (6.19)
Y2
ay, = 2~ X201 (6.20)
)2
X1y2a11 + Y1Up — X2 )1G11 = U1 )2 (6.21)
ap = m (622)
)2
ar (x1y2 — x21) = w1 y2 — o (6.23)
ay = 2720 (6.24)
Y2
ayy = V27N (6.25)
X1Y2 —X2)1
ay = 2 22 e T )1 (6.26)
Yo Y2 X1)2—X2)1
ayy = V2N 6.27)
X1Y2 —X2)1
- — +
a1 = UpX1Y2 —U2X2)Y1 — U1 X2)2 T U2X2 )1 (6.28)
Yo (X1y2 — X2¥1)
ayy = V27N (6.29)
X1Y2 —X2)1
a1 = UpX1Y2 —U1X2)2 (6.30)
Yo (X1y2 — X2¥1)
ayy = 27N 6.31)
X1Y2 —X2)1
4y = 2”2t (6.32)
X1Y2 — X2 )1
ayy = Y27 Hen (6.33)
X1Y2 —X2)1

Das rechte Gleichungssystem behandelt man entsprechend, und erhélt da-

mit:
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Uiy — U N1Y2— 02
a = A2mten  _U)em N (6.34)
X1Y2 — X2 )1 X1Y2 — X2)1
X1Up — XoU X1Us — X2V
1 = 1U2 — X2l iy = 1V2 — X2 (6.35)
X1Y2 —X2)1 X1Y2 —X2)1

Einschub: Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

Wir erkennen die gleichartige Struktur der Zdhler und Nenner. Eine dhnliche -
allerdings etwas kompliziertere Struktur erhélt man bei der Lésung von n Glei-
chungen mit n Unbekannten. Mathematiker schreiben dies kiirzer als Deter-
minante.

ad—bc=

o Q

(6.36)

QU

bzw.

a1 azp ass + a1paz3as; + a3 ap; ass (6.37)
a apz as

—ay 0303y — A1201 033 — 13022031 = | d21 A2 23 (6.38)
asy dsz dadss

Regel von Sarrus - eine Eselsbriicke fiir 3x3-Determinanten (und nur fiir die-
sel):
Man schreibt die ersten beiden Spalten dahinter:

A /6/13 /6/11 12
Ay 22 /aé 21 a3
3 /aé A A3 9y
Die ,Schriagen“ nach rechts unten ( ) sind positiv, die nach links unten
(rot) negativ zu nehmen.

Allgemein werden Determinanten nach folgendem Schema entwickelt (La-
placescher Entwicklungssatz) :
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n
A=) (=1)"* - azs- Azl (6.39)

z=1

Das sieht schlimmer aus als es ist:

z steht fiir die Zeilennummer, s fiir die Spaltennummer in der Matrix. .7 _,
bedeutet die Summe der nachfolgenden Terme, wobei z nacheinander die Wer-
te von z = 1 bis z = n annimmt. (—1)*** bewirkt, dass sich die Vorzeichen ab-
wechseln. a,; ist das Element der Matrix aus Zeile z, Spalte s. Zu letzt ist A die
Matrix, die man aus der urspriinglichen Matrix A erhélt, indem man die Zeile
z und die Spalte s weggldsst. Wichtig ist hier, dass die Matrix A, eine um eins
kleinere Dimension hat.

Wenn man die obige 3x3-Matrix nach der ersten Spalte (also s = 1) entwickelt,
erhilt man dann:

an a2 adiz
Al=| a1 ax a3 (6.40)
asy dsz2 dass

n
=) (D" ags- 1ALl (6.41)
z=1
=D an AT+ D2 g - A+ (D ag - 1Asl (6.42)
= ay - apy a3 ap ais ap ais (6.43)
asy dss asy dss ap) aps

hier gab es mal eine Fassung mit falschem Vorzeichen vor a,,! So ist es rich-

tig
Beispiel:
01 2
2 1 1 2 1 2
11 0 10 10 2 1
=0-2-0-1-1)-3-(1-0-2-1)+1-(1-1-2-2)
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Das Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit zwei Variablen

anxtapy=:a (6.44)
N A1 X+dxp)y=C (6.45)

hat dann (in der Determinantenschreibweise) die Losung:

C1 a2 al
Co ap ap
X=—m—m7m7 y=——— (6.46)
an axp ay  ap
ap) adpp azy a

Ahnlich folgt fiir das Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit drei Varia-
blen:

anx+apy+aisz=-C (6.47)

N a1 X+ axpy+ axsz=C (6.48)

N dsz1X+dadzpy+d3zz=C3 (6.49)

(6.50)
C1 a2 a3 any ¢ a3 any ap
Co dp2 A3 apy C2 dpzs apy dgp O
C3 42 dss asy €3 dss asy ds2 C3

X = y = Z=

ailr a2 as a a2 ais an a2 as
apy dg2 ap3 apy a2 a3z apy g a3z
asy ds2 dss asy ds2 ass asy dsz dadss

(6.51)

Grundlage ist also jeweils die Koeffizientenmatrix der linken Seite. Im Zdhler
wird jeweils die zur gesuchten Variable durch die rechte Seite ersetzt.

Fortsetzung

Mit dieser Schreibweise erhalten wir statt der Darstellung in (6.34 f) fiir das
Gleichungssystem aus (6.14 f):

Xiap + y1a21 = Uy A X412 + Y1022 = 1V (6.52)

N X411+ Y2a21 = U A XoQy2 + Yoo = V2 (6.53)
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ur N i1 N ‘
uz Y2 V2 )2
apn=—"——"—"— Qap=—"——"—"" (6.54)
X1 N X1 N '
X2 Y2 X2 )2
X1 Ul ur y ‘
X2 Uz Uz y2
ap=————— \ap=—"—""-" (6.55)
X1 N X1 N ‘
X2 Y2 X2 )2

6.3.1 Welche Matrix gehort zu der Abbildung ? - Bearbeitet mit

wxMaxima

Du kannst Dir sicher vorstellen, dass das oben dargestellte Entwickeln von
Determinanten ,zu Full“ recht fehleranfillig ist. Auch die meisten

Taschenrechner helfen hier wenig; der Fehler liegt meist daran, dass falsch
Zahlen benutzt werden, Produkte vergessen werden o.4., nicht daran, dass

|Mn| =

falsch multipliziert wird.

Wir betrachten noch einmal das obigen Beispiel (6.9):

2x1 - 3x, + X3 = -1
+ 3xp, + 4x3 = 2
-X1 - 2)(,'2 - X3 = 2

zu berechnen sind die vier folgenden Determinanten:

2 -3 1 -1 -3 1
0 3 4 [;IMyl=| 2 3 4 [;IMy=
-1 2 -1 2 2 -1

In wxMaxima sieht das so aus:

(%i1)
(%i2)
(%13)
(%i4)
(%15)
(%16)
(%i7)

Mn: matrix([2,-3,1],[(0,3,4],[-1,2,-1]);
Ml: matrix([-1,-3,1]1,[2,3,4]1,(2,2,—-11);
M2: matrix([2,-1,1]1,[0,2,4],[-1,2,-11);
M3: matrix([2,-3,-1]1,[0,3,2],[-1,2,2]);
x1:determinant (M1) / determinant (Mn) ;
x2 :determinant (M2) / determinant (Mn) ;
x3:determinant (M3) / determinant (Mn) ;

2
0
-1

(6.56)
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(%il) Mn:matrix([2,-3,1],[0,3,4],[-1,2,-1]);

ol 2 -3 1
(%01) 0 3 4 |
-1 2 -1

(%i2) Ml:matrix([-1,-3,11,(2,3,4],(2,2,-1]);

-1 -3 1
(%02) [ 2 3 4 ];
2 2 -1
(%i3) M2:matrix([2,-1,1],[0,2,4],[-1,2,-1]);

2 -1 1
(%03) [ ]

-1 2 -1
(%i4)  M3:matrix([2,-3,-1],[0,3,2],[-1,2,2]);

2 -3 1
(%o04) [ 0 3 2 ] :
-1 2 2
(%i5) xl:determinant(M1)/determinant(Mn);
(%05) 3
(%i6) x2:determinant(M2)/determinant(Mn);
(%06) 2
(%i7) x3:determinant(M3)/determinant(Mn);
(%07) -1
und wir bekommen auch hier die Lésungen x; = —=2; x, =3; x3 = -1

6.3.2 wxMaxima - linsolve

Eine andere Moglichkeit, eine System linearer Gleichungen mit wxMaxima zu
16sen ist der Einsatz der Funktion

1 |linsolve ([expr_1,...,exprm],[x_1,...,x n]);

Im obigen Beispiel (6.9) sieht das so aus:

expr_1:2xx_1-3*x_2+4+x_3=-1;
expr_2:3xx_2+4xx_3=2;

expr_3:—x_1+2+x_2-x_3=2;

linsolve ([expr_1,expr_2,expr_3],[x_1,x_2,x_3]);

=W N -
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6.4 iiberbestimmte Gleichungssysteme

Das sehr einfache Gleichungssystem

X + y =
¥ - y = -1 (6.58)
hat die Losungen : x=1; y=2.
Dies liefert auch wxMaxima:
eql :x+y=3;
eq2:x-y=-1;
linsolve ([eql,eq2],[x,y]);
wenn wir fortfahren:
eq3:x+2xy=5;
linsolve ([eql,eq2,eq3],[x,y]);
dndert sich nichts an der Ausgabe, aber mit
eq4:x+2xy=6;
linsolve ([eql,eq2,eq4],[x,y]);
Liefert wxMaxima die Ausgabe:
Inkonsistent equations: (3) — an error. To debug this try debugmode(true);

Das ist auch einleuchtend: Die beiden ersten Gleichungen haben die angege-
bene Losung - und auch nur diese. Wenn weitere Gleichungen (d,h. Bedingun-
gen) dazukommen und die schon vorhandene Losung diese erfiillen, d&ndert
sich nichts an der Losung. Falls die vorhandene Losung die neue zusitzliche
Bedingung nicht erfiillen, gibt es keine passende Losung mehr.

6.5 unterbestimmte Gleichungssysteme

Manchmal passiert es, dass in einem Problem mehr Unbekannte als Gleichun-
gen auftauchen.
Beispiel:

(6.59)
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Hier ist z.B. (x|ylz) = (1|12|0) eine Losung, aber auch (x|y|z) = (1|1|1) oder
(x|ylz) = (1] —24]26).
Wir versuchen noch einmal, dies Gleichungssystem ,,zu Full“ zu l6sen:

X + y + z = 3
X - y - z = -1 |
2xy + 2%z = 4 [I-1I
2% X = 2 |I+1
y + z = 2 |I:2 (6.60)
X = 1 [II:2
y = 2-z |I-z
X = 1 I

Bei dieser Aufgabe hat also x immer den Wert 1. Den Wert fiir z kénnen wir
beliebig wéhlen; y istdann 2 — z

6.5.1 mit Determinanten

Die Determinanten-Methode konnen wir hier eigentlich nicht wéahlen, da De-
terminanten nur fiir quadratischen Matrizen existieren. Mit einem kleinen Trick
geht es doch:

X + y 4+ z = 3 |

X -y - z = -1 |

x + y = 3-z |[I-z (6.61)
X -y = —-1+z |II+z

(%il) Mn:matrix([1,1],[1,-1]);

(%i2) Mx:matrix([3-2z,1],[z—-1,-1]);

(%i3) My:matrix([1,3-2z],[1,z-1]);

(%i4) x:determinant (Mx)/determinant (Mn);
(%i5) y:determinant (My)/determinant (Mn);
(%i6) expand(%o05);

6.5.2 mitlinsove

oder einfacher:
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(%il) eql:x1+x2+x3=3;

(%i2) eq2:x1—-x2—x3=-1;

(%i3) linsolve ([eql,eq2],[x1,x2,x3]);
(%03) [x1=1,x2=2-%r1 ,x3=%r1 ]

Die Ausgabe ist so zu lesen, dass %r1 einen beliebigen Wert annehmen kann.

6.6 Aufgaben

6.6.1 Haus

Das schon oft benutzte Haus wird abgebildet:
A:(2]2); B:(7]2); C:(7|5); D:(6]17/3); E:(6]|7); F:(5|7); G:(519/3); H:(4]7); L:(2]|5)
A:(-4|14); B’:(1]44); C':(-8]47); D’:(-11|125/3); E’:(-15/43) F:(-16|37); G’:(-14/109/3);
H':(-1731); T':(-13(17)
Gesucht wird die Abbildungsmatrix!
Lose das Gleichungssystem

e einmal, wie du es bisher gemacht hast

¢ einmal mit wxMaxima und Determinanten! Speichere die Datei unter dem
Namen aufgabe_6_1_5d.wxm!

¢ einmal mit wxMaxima und linsolve! Speichere die Datei unter dem Na-
men aufgabe_6_1_51.wxm!

6.6.2 Kirche

Bei der Abbildung der 3-D-Kirche aus (??) erhilt man:
J(4]8]10) — J(56/3|15/2); K(6/100) — K’ (18|11/4); S(4|12|18) — J(68/3|27/2);
Ermittle auch hier die Abbildungsmatrix! Berechne und zeichne dann das
Bild der ganzen Kirche! Speichere die Datei unter dem Namen aufgabe_6_1_6 . wxm!

6.6.3 LGS

Lose das Gleichungssystem:

Ix+11y+3z=1
9x+13y+4z=2
2x+ 3y+2z=3
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Bemerkung: Ich gebe absichtlich keine Kontroll-Losung an. Weshalb wohl
nicht?

* mit dem Diagonalisierungsverfahren
¢ mit Determinanten (mit und ohne wxMaxima)

e mit linsolve

6.6.4 unterbestimmtes LGS

Lose das Gleichungssystem:

9x+11y+3z=1
2x+ 3y+z=3

(wie: 6.6.3)

6.6.5 iiberbestmmtes LGS

Stelle selbst eines auf und bearbeite es!
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